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摘要：最优化求解问题可能是我们在工作中遇到的最多的一类问题了：从已有的数据中提炼

出最适合的模型参数，从而对未知的数据进行预测。当我们面对高维高数据量的场景时，常

见的批量处理的方式已经显得力不从心，需要有在线处理的方法来解决此类问题。本文以模

型的稀疏性作为主线，逐一介绍几个在线最优化求解算法，并进行推导，力求讲清楚算法的

来龙去脉，以及不同算法之间的区别和联系，达到融会贯通。在各个算法原理介绍之后，都

会给出该算法的工程实现伪代码，可以用于实际工作的参考。 

1 动机与目的 

在实际工作中，无论是工程师、项目经理、产品同学都会经常讨论一类话题：“从线上

对比的效果来看，某某特征或因素对 xx 产品的最终效果有很大的影响”。这类话题本质上说

的是通过已有的数据反映出某些特定的因素对结果有很强的正（或负）相关性。而如何定量

计算这种相关性？如何得到一套模型参数能够使得效果达到最优？这就是最优化计算要做

的事情。 
举一类典型点的例子：在推荐和广告计算中，我们经常会需要对某些值进行预测，例如

在一条推荐或广告在曝光之前先预测用户是否会产生点击（CTR 预估），或者是否会由此产

生某些转换（RPM 预估）。这类问题可以表示为：针对一个输入𝑋 = [𝑥1, 𝑥2 … 𝑥𝑁] ∈ ℝ𝑁，通

过某个函数(𝑋)计算（预测）输出𝑦 ∈ ℝ。根据𝑦值为连续的还是离散的，预测问题被划分

成回归问题（Regression）和分类问题（Classification）。而利用已有的样本数据{(𝑋𝑗 , 𝑦𝑗 )|𝑗 =
1,2, … , 𝑀}训练(𝑋)的过程往往转换成一个最优化求解的过程。 

无论是线性回归（Linear Regression）、逻辑回归（Logistic Regression）、支持向量机（SVM）、

深度学习（Deep Learning）中，最优化求解都是基本的步骤。常见的梯度下降、牛顿法、拟

牛顿法等属于批量处理的方法（Batch），每次更新都需要对已经训练过的样本重新训练一遍。

而当我们面对高维高数据量的时候，批量处理的方式就显得笨重和不够高效，因此需要有在

线处理的方法（Online）来解决相同的问题。关于在线最优化问题（Online Optimization）的

论文比较多，逐一查找阅读费时费力，那么本文就以高维高数据量的应用场景中比较看重的

稀疏性作为主线，来介绍一些在线最优化的方法。 
本文的预期读者大概有如下几类： 
1. 具有很深机器学习经验和背景的高阶人员：就拿这篇文章当作一个关于在线最优化

算法的回顾材料好了，如有错误和不足欢迎指正。 
2. 具有一定机器学习经验的中级读者：可以将本文作为一个理论资料进行阅读，略过

“预备知识”部分，直接进入主题，将之前对于在线最优化算法的理解串联起来，

希望能对将来的工作提供帮助。 
3. 对机器学习有认识但是实践经验较少的初级读者：从预备知识看起，逐一理解相关

概念和方法，从而达到融会贯通的目的。 
4. 仅仅对算法的工程实现感兴趣的读者：大致浏览一下预备知识中的 2.3 节，了解我
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们要讨论什么，然后直奔各算法的算法逻辑（伪代码），照着实现就 ok 鸟。 
5. 高富帅和白富美：只需要知道本文讨论的是一堆好用的求最优解的方法，可以用于

分类预测、回归预测等一系列问题。然后吩咐攻城狮去实践就好了。还可以拿这篇

文章嘲笑机器学习的屌丝：看你们都弄些啥，累死累活的，挣那么几个钢镚- 

2 预备知识 

2.1 凸函数 

如果𝑓(𝑋)是定义在 N 维向量空间上的实值函数，对于在𝑓(𝑋)的定义域𝐶上的任意两个点

𝑋1和𝑋2，以及任意[0,1]之间的值𝑡都有： 
𝑓 𝑡𝑋1 +  1 − 𝑡 𝑋2 ≤ 𝑡𝑓 𝑋1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑋2  

∀𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐶,  0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
 

那么称𝑓(𝑋)是凸函数（Convex）[1]。一个函数是凸函数是它存在最优解的充分必要条件。 
此外，如果𝑓(𝑋)满足： 

𝑓 𝑡𝑋1 +  1 − 𝑡 𝑋2 < 𝑡𝑓 𝑋1 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑋2  
∀𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐶,  0 < 𝑡 < 1 

 

则𝑓(𝑋)是严格凸函数（Strict Convex）。如图 1 所示，(a)为严格凸函数，(b)为凸函数。 

 
图 1 凸函数 

2.2 拉格朗日乘数法及 KKT 条件 

通常我们需要求解的最优化问题有如下三类： 
(1) 无约束优化问题：。 

𝑋 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑋

𝑓(𝑋)  

含义是求解𝑋，令目标函数𝑓(𝑋)最小； 
(2) 有等式约束的优化问题： 

𝑋 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑋

𝑓(𝑋) 

𝒔. 𝒕.     𝑘 𝑋 = 0;  𝑘 = 1,2 … , 𝑛 
 

含义是在 n 个等式约束  𝑘 𝑋  的条件下，求解𝑋，令目标函数𝑓(𝑋)最小。 
(3) 有不等式约束的优化问题： 
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𝑋 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑋

𝑓(𝑋) 

𝒔. 𝒕.     𝑘 𝑋 = 0;  𝑘 = 1,2 … , 𝑛
 𝑔𝑙 𝑋 ≤ 0;  𝑙 = 1,2 … , 𝑚  

 

含义是在 n 个等式约束  𝑘 𝑋  以及 m 个不等式约束  𝑔𝑙 𝑋  的条件下，求解𝑋，令

目标函数𝑓(𝑋)最小。 

针对无约束最优化问题，通常做法就是对𝑓(𝑋)求导，并令
𝜕

𝜕𝑋 𝑓 𝑋 = 0，求解可以得到

最优值。如果𝑓(𝑋)为凸函数，则可以保证结果为全局最优解。 
针对有等式约束的最优化问题，采用拉格朗日乘数法（Lagrange Multiplier）[2]进行求解：

通过拉格朗日系数𝐴 = [𝑎1, 𝑎2 … 𝑎𝑛 ]𝑇 ∈ ℝ𝑛把等式约束和目标函数组合成为一个式子，对该

式子进行最优化求解： 

𝑋 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑋

 𝑓 𝑋 + 𝐴𝑇𝐻(𝑋)   

其中，𝐻 𝑋 = [ 1 𝑋 ,  2 𝑋 …  𝑛 𝑋 ]𝑇 ∈ ℝ𝑛，相当于将有等式约束的最优化问题转换成了

无约束最优化求解问题，解决方法依旧是对𝑓 𝑋 + 𝐴𝑇𝐻(𝑋)的各个参数（𝑋, 𝐴）求偏导，并

令其等于 0，联立等式求解。 
针对有不等式约束的最优化问题，常用的方法是 KKT 条件（Karush-Kuhn-Tucker 

Conditions）[3]：同样地，把所有的不等式约束、等式约束和目标函数全部写为一个式子： 
𝐿 𝑋, 𝐴, 𝐵 = 𝑓 𝑋 + 𝐴𝑇𝐻(𝑋) + 𝐵𝑇𝐺(𝑋)  

KKT 条件是说最优值必须满足以下条件： 
𝜕
𝜕𝑋 𝐿 𝑋, 𝐴, 𝐵 = 0 

𝐻(𝑋) = 0 
𝐵𝑇𝐺(𝑋) = 0 

 

其中，𝐵 = [𝑏1, 𝑏2 … 𝑏𝑚 ]𝑇 ∈ ℝ𝑚，𝐺 𝑋 = [ 𝑔1 𝑋 ,  𝑔2 𝑋 …  𝑔𝑚 𝑋 ]𝑇 ∈ ℝ𝑚。KKT 条件是求解

最优值𝑋∗的必要条件，要使其成为充分必要条件，还需要𝑓 𝑋 为凸函数才行。 
在 KKT 条件中，𝐵𝑇𝐺(𝑋) = 0这个条件最有趣，因为 𝑔𝑙 𝑋 ≤ 0，如果要满足这个等式，

需要 𝑏𝑙 = 0或者 𝑔𝑙 𝑋 = 0。在我们后面的推导中会用到这个性质。 

2.3 从 Batch 到 Online 

我们面对的最优化问题都是无约束的最优化问题（有约束最优化问题可以利用拉格朗日

乘数法或 KKT 条件转换成无约束最优化问题），因此我们通常可以将它们描述成： 

𝑊 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

ℓ 𝑊, 𝑍  

𝑍 = {(𝑋𝑗 , 𝑦𝑗 )|𝑗 = 1,2, … 𝑀} 
𝑦𝑗 = (𝑊, 𝑋𝑗 ) 

(2-3-1) 

这里𝑍为观测样本集合（训练集）； 𝑋𝑗为第 j 条样本的特征向量；𝑦𝑗 = (𝑊, 𝑋𝑗 )为预测值；

(𝑊, 𝑋𝑗 )为特征向量到预测值的映射函数；ℓ 𝑊, 𝑍 为最优化求解的目标函数，也称作损失函

数，损失函数通常可以分解为各样本损失函数的累加，即ℓ 𝑊, 𝑍 =  ℓ 𝑊, 𝑍𝑗  𝑀
𝑗 =1 ；𝑊为特

征权重，也就是我们需要求解的参数。以线性回归和逻辑回归为例，它们的映射函数和损失

函数分别为： 
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Linear Regression  𝑊, 𝑋𝑗  = 𝑊𝑇𝑋𝑗   ℓ 𝑊, 𝑍 =   𝑦𝑗 − 𝑊𝑇𝑋𝑗  
2

𝑀

𝑗 =1
  

Logistic Regression  𝑊, 𝑋𝑗  = 1
1 + 𝑒−𝑊𝑇𝑋𝑗

 ℓ 𝑊, 𝑍 =  𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑒−𝑦𝑗 𝑊𝑇𝑋𝑗 )
𝑀

𝑗 =1
  

在 2.1 中我们给出了无约束最优化问题解析解的求法。而在我们实际的数值计算中，通

常做法是随机给定一个初始的𝑊(0)，通过迭代，在每次迭代中计算损失函数在当前𝑊(𝑡)的下

降方向，并更新𝑊，直到损失函数稳定在最小的点[4]。例如著名的梯度下降法（GD, Gradient 
Descent）就是通过计算损失函数的在当前𝑊(𝑡)处的梯度[5]（Gradient），以梯度𝛻𝑊ℓ 𝑊(𝑡), 𝑍 的
反方向作为下降方向更新𝑊，如果损失函数是一个非平滑的凸函数（Non-smooth convex），
在不可导处用次梯度[6]（Subgradient）方向的反方向作为下降方向。算法如下[7]： 

Algorithm 1. Batch Gradient Descent 
Repeat until convergence { 

𝑊 𝑡+1 = 𝑊 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝛻𝑊ℓ 𝑊(𝑡), 𝑍  
} 

GD 是一种批量处理的方式（Batch），每次更新𝑊的时候都要扫描所有的样本以计算一个全

局的梯度𝛻𝑊ℓ 𝑊, 𝑍 。 
考虑另一种权重更新策略[7]： 

Algorithm 2. Stochastic Gradient Descent 
Loop { 
   for j=1 to M { 

𝑊 𝑡+1 = 𝑊 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝛻𝑊ℓ 𝑊(𝑡), 𝑍𝑗   
} 

} 
在算法 2 中，每次迭代仅仅根据单个样本更新权重𝑊，这种算法称作随机梯度下降[8]

（SGD, Stochastic Gradient Descent）。 
与 GD 相比较，GD 每次扫描所有的样本以计算一个全局的梯度，SGD 则每次只针对一

个观测到的样本进行更新。通常情况下，SGD 能够比 GD“更快”地令𝑊逼近最优值。当样

本数𝑀特别大的时候，SGD 的优势更加明显，并且由于 SGD 针对观测到的“一条”样本更新

𝑊，很适合进行增量计算，实现梯度下降的 Online 模式（OGD, Online Gradient Descent）。 

2.4 正则化 

正则化（Regularization）的意义本质上是为了避免训练得到的模型过度拟合（overfitting）
训练数据。我们用图 2 来说明什么是过拟合，该图来自于王科的微博（@王小科科科）。图

2 是一个局部加权线性回归（Locally weighted linear regression）的训练结果，当学习度为 1
时，相当于进行线性回归，这时候模型与训练样本以及实际曲线拟合得都不够好，模型处于

欠拟合（underfitting）状态；当学习度逐渐增加到 4 的过程中，模型逐渐与实际曲线吻合；

随着学习度继续增加，越来越多的样本直接落到模型曲线上（模型拟合训练数据），但是模

型却与实际曲线相差越来越大，出现了过拟合。 
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图 2 欠拟合 & 过拟合 
过拟合体现出来的现象就是特征权重𝑊的各个维度的绝对值非常大：一些大正数，一些

大负数。这种模型虽然能够很好匹配样本（如图 2 中 Degree = 20 的情况），但是对新样本做

预测的时候会使得预测值与真实值相差很远。 
为了避免过拟合的情况，我们通常在损失函数的基础上加一个关于特征权重𝑊的限制，

限制它的模不要太大，如果用𝜓(𝑊)表示特征权重𝑊的一种求模计算，那么(2-3-1)转换成： 

𝑊 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

ℓ 𝑊, 𝑍  

s.t.  𝜓 𝑊 < 𝛿 
 

这个时候我们面对的是一个有约束的最优化问题。根据 KKT 条件，我们知道当选取合适的系

数𝜆，那么这个有约束最优化问题等价于如下无约束最优化问题： 

𝑊 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 ℓ 𝑊, 𝑍 + 𝜆𝜓 𝑊    

其中𝜓 𝑊 称作正则化因子（Regularizer），是一个关于𝑊求模的函数，我们常用正则化因子

有 L1 和 L2 正则化： 

L1 Regularization 𝜓 𝑊 =  𝑊 1 =   𝑤𝑖 
𝑁

𝑖=1
  

L2 Regularization 𝜓 𝑊 =  𝑊 22 =  𝑤𝑖
2 = 𝑊𝑇𝑊

𝑁

𝑖=1
  

不管是使用 L1 还是 L2 正则化，其基本原理都是一样的，即在最小化损失函数ℓ 𝑊, 𝑍 的
同时，还要考虑𝑊的模带来的贡献，从而避免𝑊的维度上取一些绝对值很大的值。 

L1 和 L2 正则化的区别主要有两个：(1) L1 正则化在 0 处不可导，而 L2 正则化可导。好

在无论是 L1 还是 L2 正则化本身都是凸函数，因此在计算 L1 正则化的梯度方向的可以采用

次梯度代替；(2) 在 Batch 模式下，L1 正则化通常产生更加稀疏（Sparse）的模型，𝑊的更

多维度为 0，这些为 0 的维度就代表了不是很相关的维度，从而起到了特征选择（Feature 
Selection）的目的。 

我们对稀疏性（Sparsity）比较感兴趣。除了特征选择的作用以外，稀疏性可以使得预

测计算的复杂度降低。那么为什么 L1 正则化会产生这种稀疏性？通常可以根据文献[9]中的
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理解，如图 3 所示：假如特征维度𝑁 = 2，那么 L1 正则化引入的约束条件是𝑊只能取转置方

形中的值（图 3-(a)中黑色方框内），L2 正则化对应的是一个圆形区域（图 3-(b)中黑色圆形区

域），图 3 中绿色部分代表损失函数的等高线，等高线与约束区域的首次相交的地方就是最

优解。可以看到，由于 L1 正则化的约束区域与坐标轴相交的地方都有“角”出现，等高线

更容易在这个“角”上与约束区域相交，导致另一个维度上的权重值为 0；而 L2 正则化则

没有这种性质，因为没有“角”，等高线在坐标轴上与约束区域相交的概率大为减小。这样

从直观上就解释了 L1 正则化更容易产生稀疏性的原因。 

 

图 3 L1 正则化与 L2 正则化产生稀疏解示意图 
那么在 Online 模式下呢，不同于 Batch，Online 中每次𝑊的更新并不是沿着全局梯度进

行下降，而是沿着某个样本的产生的梯度方向进行下降，整个寻优过程变得像是一个“随机”

查找的过程（SGD 中 Stochastic 的来历），这样 Online 最优化求解即使采用 L1 正则化的方式，

也很难产生稀疏解。后面介绍的各个在线最优化求解算法中，稀疏性是一个主要的追求目标。 

3 在线最优化求解算法 

在前面我们做了一些热身，下面将针对在线最优化求解介绍一些算法。在 2.4 中介绍了

L1 正则化在 Online 模式下也不能产生较好的稀疏性，而稀疏性对于高维特征向量以及大数

据集又特别的重要。因此，我们沿着提升模型稀疏性的主线进行算法介绍。 

3.1 TG 

为了得到稀疏的特征权重𝑊，最简单粗暴的方式就是设定一个阈值，当𝑊的某维度上系

数小于这个阈值时将其设置为 0（称作简单截断）。这种方法实现起来很简单，也容易理解。

但实际中（尤其在 OGD 里面）𝑊的某个系数比较小可能是因为该维度训练不足引起的，简

单进行截断会造成这部分特征的丢失。 
截断梯度法（TG, Truncated Gradient）是由 John Langford，Lihong Li 和 Tong Zhang 在 2009

年提出[10]，实际上是对简单截断的一种改进。下面首先描述一下 L1 正则化和简单截断的方

法，然后我们再来看 TG 对简单截断的改进以及这三种方法在特定条件下的转化。 

3.1.1 L1 正则化法 

由于 L1 正则项在 0 处不可导，往往会造成平滑的凸优化问题变成非平滑凸优化问题，

因此在每次迭代中采用次梯度计算 L1 正则项的梯度。权重更新方式为： 
𝑊 𝑡+1 = 𝑊 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝜆sgn(𝑊 𝑡 ) (3-1-1) 

注意，这里𝜆 ∈ ℝ是一个标量，且𝜆 ≥ 0，为 L1 正则化参数；sgn(𝑣)为符号函数，如果

𝑉 =  𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑁 ∈ ℝ𝑁 是 一 个 向 量 ， 𝑣𝑖 是 向 量 的 一 个 维 度 ， 那 么 有

sgn 𝑉 =  sgn 𝑣1 , sgn 𝑣2 , … , sgn 𝑣𝑁  ∈ ℝ𝑁；𝜂(𝑡)为学习率，通常将其设置成1/ t的函数；

𝐺 𝑡 = 𝛻𝑊ℓ 𝑊(𝑡), 𝑍(𝑡) 代表了第𝑡次迭代中损失函数的梯度，由于 OGD 每次仅根据观测到的

ggstar

Weiguo
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一个样本进行权重更新，因此也不再使用区分样本的下标𝑗。 

3.1.2 简单截断法 

以𝑘为窗口，当𝑡/𝑘不为整数时采用标准的 SGD 进行迭代，当𝑡/𝑘为整数时，采用如下权

重更新方式： 
𝑊(𝑡+1) = 𝑇0 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 , 𝜃  

𝑇0 𝑣𝑖 , 𝜃 =  0
𝑣𝑖

   𝑖𝑓  𝑣𝑖 ≤ 𝜃
𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 

(3-1-2) 

注意，这里面𝜃 ∈ ℝ是一个标量，且𝜃 ≥ 0；如果𝑉 =  𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑁 ∈ ℝ𝑁是一个向量，𝑣𝑖是
向量的一个维度，那么有𝑇0 𝑉, 𝜃 =  𝑇0 𝑣1, 𝜃 , 𝑇0 𝑣2, 𝜃 , … , 𝑇0 𝑣𝑁 , 𝜃  ∈ ℝ𝑁。 

3.1.3 截断梯度法（TG） 

上述的简单截断法被 TG的作者形容为 too aggressive，因此 TG在此基础上进行了改进，

同样是采用截断的方式，但是比较不那么粗暴。采用相同的方式表示为： 
𝑊(𝑡+1) = 𝑇1 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 , 𝜂(𝑡)𝜆(𝑡), 𝜃  

𝑇1 𝑣𝑖 , 𝛼, 𝜃 =  
𝑚𝑎𝑥(0, 𝑣𝑖 − 𝛼)
𝑚𝑖𝑛(0, 𝑣𝑖 + 𝛼)
𝑣𝑖                         

      
𝑖𝑓 𝑣𝑖 ∈ [0, 𝜃]
𝑖𝑓 𝑣𝑖 ∈ [−𝜃, 0]
𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 
(3-1-3) 

其中𝜆(𝑡) ∈ ℝ且𝜆(𝑡) ≥ 0。TG 同样是以𝑘为窗口，每𝑘步进行一次截断。当𝑡/𝑘不为整数时

𝜆(𝑡) = 0，当𝑡/𝑘为整数时𝜆(𝑡) = 𝑘𝜆。从公式(3-1-3)可以看出，𝜆和𝜃决定了𝑊的稀疏程度，这

两个值越大，则稀疏性越强。尤其令𝜆 = 𝜃时，只需要通过调节一个参数就能控制稀疏性。 
根据公式(3-1-3)，我们很容易写出 TG 的算法逻辑： 

Algorithm 3. Truncated Gradient 
1  input 𝜃 
2  initial 𝑊 ∈ ℝ𝑁  
3  for  t = 1,2,3… do 
4    𝐺 = 𝛻𝑊ℓ 𝑊, 𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)  
5    refresh 𝑊 according to 

 𝑤𝑖 =  
𝑚𝑎𝑥(0, 𝑤𝑖 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖 − 𝜂(𝑡)𝜆(𝑡)) 𝑖𝑓  𝑤𝑖 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖 ∈ [0, 𝜃] 
𝑚𝑎𝑥(0, 𝑤𝑖 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖 + 𝜂(𝑡)𝜆(𝑡)) 𝑖𝑓  𝑤𝑖 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖 ∈ [−𝜃, 0]
𝑤𝑖 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

  

6  end 
7  return W 

3.1.4 TG 与简单截断以及 L1 正则化的关系 

简单截断和截断梯度的区别在于采用了不同的截断公式𝑇0和𝑇1，如图 4 所示。 

 
图 4 截断公式 T0 & T1的曲线 

为了清晰地进行比较，我们将公式(3-1-3)进行改写，描述特征权重每个维度的更新方式： 

Weiguo
这行应该是min，而不是max
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𝑤𝑖
(𝑡+1) =  𝑇𝑟𝑛𝑐   𝑤𝑖

 𝑡 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖
(𝑡) , 𝜆𝑇𝐺

(𝑡) , 𝜃 𝑖𝑓 𝑚𝑜𝑑 𝑡, 𝑘 = 0
𝑤𝑖

 𝑡 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖
(𝑡) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

  

𝜆𝑇𝐺
(𝑡) = 𝜂 𝑡 𝜆𝑘 

𝑇𝑟𝑛𝑐  𝑤, 𝜆𝑇𝐺
(𝑡) , 𝜃 =  

0 𝑖𝑓  𝑤 ≤ 𝜆𝑇𝐺
 𝑡 

𝑤 − 𝜆𝑇𝐺
 𝑡 𝑠𝑔𝑛(𝑤) 𝑖𝑓 𝜆𝑇𝐺

 𝑡 ≤  𝑤 ≤ 𝜃 
𝑤 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

  

(3-1-4) 

如果令𝜆𝑇𝐺
 𝑡 = 𝜃，截断公式𝑇𝑟𝑛𝑐  𝑤, 𝜆𝑇𝐺

(𝑡) , 𝜃 变成： 

𝑇𝑟𝑛𝑐 𝑤, 𝜃, 𝜃 =  0 𝑖𝑓  𝑤 ≤ 𝜃
𝑤 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

   

此时 TG 退化成简单截断法。 

如果令𝜃 = ∞截断公式𝑇𝑟𝑛𝑐  𝑤, 𝜆𝑇𝐺
(𝑡) , 𝜃 变成： 

𝑇𝑟𝑛𝑐  𝑤, 𝜆𝑇𝐺
(𝑡) , ∞ =  0 𝑖𝑓  𝑤 ≤ 𝜆𝑇𝐺

 𝑡 

𝑤 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
   

如果再令𝑘 = 1，那么特征权重维度更新公式变成 

𝑤𝑖
(𝑡+1) = 𝑇𝑟𝑛𝑐   𝑤𝑖

 𝑡 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖
(𝑡) , 𝜂 𝑡 𝜆, ∞ = 𝑤𝑖

 𝑡 − 𝜂 𝑡 𝑔𝑖
(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝜆𝑠𝑔𝑛(𝑤𝑖

 𝑡 )  

此时 TG 退化成 L1 正则化法。 

3.2 FOBOS 

3.2.1 FOBOS 算法原理 

前向后向切分（FOBOS, Forward-Backward Splitting）是由 John Duchi 和 Yoram Singer 提
出的[11]。从全称上来看，该方法应该叫 FOBAS，但是由于一开始作者管这种方法叫 FOLOS
（Forward Looking Subgradients），为了减少读者的困扰，作者干脆只修改一个字母，叫 FOBOS。 

在 FOBOS 中，将权重的更新分为两个步骤： 

𝑊(𝑡+1
2) = 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡  

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
2  𝑊 − 𝑊(𝑡+1

2) 
2

+ 𝜂 𝑡+1
2 Ψ(𝑊)  

(3-2-1) 

前一个步骤实际上是一个标准的梯度下降步骤，后一个步骤可以理解为对梯度下降的结果进

行微调。 
观察第二个步骤，发现对𝑊的微调也分为两部分：(1) 前一部分保证微调发生在梯度下

降结果的附近；(2)后一部分则用于处理正则化，产生稀疏性。 

如果将(3-2-1)中的两个步骤合二为一，即将𝑊(𝑡+1
2)的计算代入𝑊(𝑡+1)中，有： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
2  𝑊 − 𝑊(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡  2 + 𝜂 𝑡+1

2 Ψ(𝑊)   

令𝐹 𝑊 = 1
2  𝑊 − 𝑊(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡  2 + 𝜂 𝑡+1

2 Ψ(𝑊)，如果𝑊(𝑡+1)存在一个最优解，那么可以

推断 0 向量一定属于𝐹 𝑊 的次梯度集合： 

Weiguo

Weiguo
这里为什么是w，而不是 w - \lambda sgn(w)

Weiguo
两个部分都是大于等于0的部分

Weiguo

Weiguo
FOBOS的原理概括
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0 ∈ 𝜕𝐹 𝑊 = 𝑊 − 𝑊(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 + 𝜂 𝑡+1
2 𝜕Ψ(𝑊)  

由于𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

𝐹(𝑊)，那么有： 

0 =   𝑊 − 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 + 𝜂 𝑡+1
2 𝜕Ψ(𝑊)  

𝑊=𝑊(𝑡+1)
  

上式实际上给出了 FOBOS 中权重更新的另一种形式： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡 − 𝜂 𝑡+1
2 𝜕Ψ(𝑊(𝑡+1))  

我们这里可以看到，𝑊(𝑡+1)不仅仅与迭代前的状态𝑊(𝑡)有关，而且与迭代后的Ψ(𝑊(𝑡+1))有
关。可能这就是 FOBOS 名称的由来。 

3.2.2 L1-FOBOS 

关于 FOBOS 的收敛性和 Regret 就不在此讨论了，详情可参见论文[11]。这里我们来看

看 FOBOS 如何在 L1 正则化下取得比较好的稀疏性。 
在 L1 正则化下，有Ψ 𝑊 = 𝜆 𝑊 1。为了简化描述，用向量𝑉 = [𝑣1, 𝑣2 … 𝑣𝑁] ∈ ℝ𝑁来

表示𝑊(𝑡+1
2)，用标量𝜆 ∈ ℝ来表示𝜂 𝑡+1

2 𝜆，并将公式(3-2-1)等号右边按维度展开： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

  1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖  

𝑁

𝑖=1
 (3-2-2) 

我们可以看到，在求和公式  1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖  𝑁

𝑖=1 中的每一项都是大于等于 0 的，所以

公式(3-2-2)可以拆解成对特征权重𝑊每一维度单独求解： 
 

𝑤𝑖
(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔min

𝑤𝑖
 1

2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖    

首先，假设𝑤𝑖
∗是minimize𝑤𝑖  

1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖  的最优解，则有𝑤𝑖

∗𝑣𝑖 ≥ 0，这是因为： 

 
 
 
 
 
 
 

既然有𝑤𝑖
∗𝑣𝑖 ≥ 0，那么我们分两种情况𝑣𝑖 ≥ 0和𝑣𝑖 < 0来讨论： 

 
 
 
 
 
 
 
 

1
2 𝑣i

2 < 1
2 𝑣i

2 − 𝑤𝑖
∗𝑣𝑖 + 1

2 (𝑤𝑖
∗)2 < 1

2  𝑤𝑖
∗ − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖

∗  

反证法： 
假设：𝑤𝑖

∗𝑣𝑖 < 0，那么有： 

这与𝑤𝑖
∗是minimize𝑤𝑖  

1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖  的最优解矛盾，故假设不成立，𝑤𝑖

∗𝑣𝑖 ≥ 0 
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综合上面的分析，可以得到在 FOBOS 在 L1 正则化条件下，特征权重的各个维度更新的

方式为： 

               𝑤𝑖
 𝑡+1 = 𝑠𝑔𝑛 𝑣𝑖 𝑚𝑎𝑥 0,  𝑣𝑖 − 𝜆   

                             = 𝑠𝑔𝑛  𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) 𝑚𝑎𝑥  0,  𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) − 𝜂(𝑡+1
2)𝜆  

(3-2-3) 

其中，𝑔𝑖
(𝑡)
为梯度𝐺 𝑡 在维度𝑖上的取值。 

根据公式(3-2-3)，我们很容易就可以设计出 L1-FOBOS 的算法逻辑： 
Algorithm 4. Forward-Backward Splitting with L1 Regularization 
1  input 𝜆 
2  initial 𝑊 ∈ ℝ𝑁  
3  for  t = 1,2,3… do 
4    𝐺 = 𝛻𝑊ℓ 𝑊, 𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)  
5    refresh 𝑊 according to 

 𝑤𝑖 = 𝑠𝑔𝑛 𝑤𝑖 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖 𝑚𝑎𝑥  0,  𝑤𝑖 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖 − 𝜂(𝑡+1
2)𝜆  

6  end 
7  return W 

3.2.3 L1-FOBOS 与 TG 的关系 

从公式(3-2-3)可以看出，L1-FOBOS 在每次更新𝑊的时候，对𝑊的每个维度都会进行判定，

当满足 𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) − 𝜂(𝑡+1
2)𝜆 ≤ 0 时对该维度进行“截断”，令𝑤𝑖

 𝑡+1 = 0。那么我们怎

(1) 当𝒗𝒊 ≥ 𝟎 时： 

由于𝑤𝑖
∗𝑣𝑖 ≥ 0，所以𝑤𝑖

∗ ≥ 0，相当于对minimize𝑤𝑖  
1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆  𝑤𝑖   引入了不等

式约束条件 −𝑤𝑖 ≤ 0； 
为了求解这个含不等式约束的最优化问题，引入拉格朗日乘子 𝛽 ≥ 0，由 KKT 条件，

有： ∂
∂𝑤𝑖

 1
2  𝑤𝑖 − 𝑣𝑖 2 + 𝜆 𝑤𝑖 − 𝛽𝑤𝑖  

𝑤𝑖=𝑤𝑖
∗

= 0 以及 𝛽𝑤𝑖
∗ = 0； 

根据上面的求导等式可得：𝑤𝑖
∗ = 𝑣𝑖 − 𝜆 + 𝛽； 

分为两种情况： 
① 𝑤𝑖

∗ > 0 ： 
由于 𝛽𝑤𝑖

∗ = 0 所以 𝛽 = 0  
这时候有：𝑤𝑖

∗ = 𝑣𝑖 − 𝜆   
又由于𝑤𝑖

∗ > 0，所以𝑣𝑖 − 𝜆 > 0 
② 𝑤𝑖

∗ = 0 ： 
这时候有：𝑣𝑖 − 𝜆 + 𝛽 = 0 
又由于𝛽 ≥ 0，所以𝑣𝑖 − 𝜆 ≤ 0 

所以，在𝑣𝑖 ≥ 0时，𝑤𝑖
∗ = max(0, 𝑣𝑖 − 𝜆 ) 

(2) 当𝒗𝒊 < 0 时： 
采用相同的分析方法，在𝑣𝑖 < 0时，有：𝑤𝑖

∗ = −max(0, −𝑣𝑖 − 𝜆 ) 
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么去理解这个判定条件呢？如果我们把判定条件写成 𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) ≤ 𝜂(𝑡+1
2)𝜆，那么这个含

义就很清晰了：当一条样本产生的梯度不足以令对应维度上的权重值发生足够大的变化

（𝜂(𝑡+1
2)𝜆），认为在本次更新过程中该维度不够重要，应当令其权重为 0。 

对于 L1-FOBOS 特征权重的各个维度更新公式(3-2-3)，也可以写作如下形式： 

𝑤𝑖
(𝑡+1) =  

0 𝑖𝑓  𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) ≤ 𝜂(𝑡+1
2)𝜆

 𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) − 𝜂(𝑡+1
2)𝜆𝑠𝑔𝑛  𝑤𝑖

 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖
(𝑡) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

   

比较上式与 TG的特征权重维度更新公式(3-1-4)，我们发现如果令𝜃 = ∞，𝑘 = 1，𝜆𝑇𝐺
(𝑡) = 𝜂(𝑡+1

2)𝜆，
L1-FOBOS 与 TG 完全一致。我们可以认为 L1-FOBOS 是 TG 在特定条件下的特殊形式。 

3.3 RDA 

3.3.1 RDA 算法原理 

不论怎样，简单截断、TG、FOBOS 都还是建立在 SGD 的基础之上的，属于梯度下降类

型的方法，这类型方法的优点就是精度比较高，并且 TG、FOBOS 也都能在稀疏性上得到提

升。但是有些其它类型的算法，例如 RDA，是从另一个方面来求解 Online Optimization 并且

更有效地提升了特征权重的稀疏性。 
正则对偶平均（RDA, Regularized Dual Averaging）是微软十年的研究成果，RDA 是 Simple 

Dual Averaging Scheme 一个扩展，由 Lin Xiao 发表于 2010 年[12]。 
在 RDA 中，特征权重的更新策略为： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
𝑡   𝐺(𝑟), 𝑊 

𝑡

𝑟=1
+ Ψ 𝑊 + 𝛽(𝑡)

𝑡 (𝑊)  (3-3-1) 

其中， 𝐺(𝑟), 𝑊 表示梯度𝐺(𝑟)对𝑊的积分平均值（积分中值）；Ψ 𝑊 为正则项；(𝑊)为一个

辅助的严格凸函数； 𝛽(𝑡)|t ≥ 1 是一个非负且非自减序列。 

本质上，公式(3-3-1)中包含了 3 个部分：(1) 线性函数
1
𝑡   𝐺(𝑡), 𝑊 𝑡

𝑟=1 ，包含了之前所有

梯度（或次梯度）的平均值（dual average）；(2) 正则项Ψ 𝑊 ；(3) 额外正则项
𝛽 (𝑡)

𝑡 (𝑊)，

它是一个严格凸函数。 

3.3.2 L1-RDA 

我们下面来看看在 L1 正则化下，RDA 中的特征权重更新具有什么样的形式以及如何产

生稀疏性。 

令𝛹 𝑊 = 𝜆 𝑊 1，并且由于 𝑊 是一个关于𝑊的严格凸函数，不妨令 𝑊 = 1
2  𝑊 22，

此外，将非负非自减序列 𝛽(𝑡)|t ≥ 1 定义为𝛽(𝑡) = 𝛾 𝑡，将 L1 正则化代入公式(3-3-1)有： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
𝑡   𝐺(𝑟), 𝑊 

𝑡

𝑟=1
+ 𝜆 𝑊 1 + 𝛾

2 𝑡  𝑊 22  (3-3-2) 

针对特征权重的各个维度将其拆解成 N 个独立的标量最小化问题： 
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𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 𝑔 𝑖
(𝑡)𝑤𝑖 + 𝜆 𝑤𝑖 + 𝛾

2 𝑡 𝑤𝑖
2  (3-3-3) 

这里𝜆 > 0， 𝛾
 𝑡 > 0；𝑔 𝑖

(𝑡) = 1
𝑡  𝑔𝑖

 𝑟 𝑡
𝑟=1 ；公式(3-3-3)就是一个无约束的非平滑最优化问题。

其中第 2 项𝜆 𝑤𝑖 在𝑤𝑖 = 0处不可导。假设𝑤𝑖
∗是其最优解，并且定义𝜉 ∈ 𝜕 𝑤𝑖

∗ 为 𝑤𝑖 在𝑤𝑖
∗的

次导数，那么有： 

𝜕 𝑤𝑖
∗ =  

 −1 < 𝜉 < 1 𝑖𝑓 𝑤𝑖
∗ = 0

 1 𝑖𝑓 𝑤𝑖
∗ > 0

 −1 𝑖𝑓 𝑤𝑖
∗ < 0

  (3-3-4) 

如果对公式(3-3-3)求导（求次导数）并等于 0，则有： 

𝑔 𝑖
(𝑡) + 𝜆𝜉 + 𝛾

 𝑡 𝑤𝑖 = 0 (3-3-5) 

由于𝜆 > 0，我们针对(3-3-5)分三种情况 𝑔 𝑖
(𝑡) < 𝜆、𝑔 𝑖

(𝑡) > 𝜆和𝑔 𝑖
(𝑡) < −𝜆来进行讨论： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

综合上面的分析，可以得到 L1-RDA 特征权重的各个维度更新的方式为： 

𝑤𝑖
 𝑡+1 =  

0 if   𝑔 𝑖
(𝑡) < 𝜆 

−  𝑡
𝛾  𝑔 𝑖

(𝑡) − 𝜆𝑠𝑔𝑛(𝑔 𝑖
(𝑡)) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

  (3-3-6) 

这里我们发现，当某个维度上累积梯度平均值的绝对值 𝑔 𝑖
(𝑡) 小于阈值𝜆的时候，该维度权重

将被置 0，特征权重的稀疏性由此产生。 
根据公式(3-3-6)，可以设计出 L1-RDA 的算法逻辑： 
 

(1) 当 𝒈 𝒊
(𝒕) < 𝜆 时： 

还可以分为三种情况： 

① 如果𝑤𝑖
∗ = 0，由(3-3-5)得𝜉 = −𝑔 𝑖

(𝑡)/𝜆 ∈ 𝜕 0 ，满足(3-3-4) 

② 如果𝑤𝑖
∗ > 0，由(3-3-4)得𝜉 = 1，则𝑔 𝑖

(𝑡) + 𝜆 + 𝛾
 𝑡 𝑤𝑖 > 𝑔 𝑖

(𝑡) + 𝜆 ≥ 0，不满足 (3-3-5) 

③ 如果𝑤𝑖
∗ < 0，由(3-3-4)得𝜉 = −1，则𝑔 𝑖

(𝑡) − 𝜆 + 𝛾
 𝑡 𝑤𝑖<𝑔 𝑖

(𝑡) − 𝜆 ≤ 0，不满足 (3-3-5) 

所以，当 𝑔 𝑖
(𝑡) < 𝜆时，𝑤𝑖

∗ = 0 

(2) 当𝒈 𝒊
(𝒕) > 𝝀 时： 

采用相同分析方法得到𝑤𝑖
∗ < 0，有𝜉 = −1满足条件，即：𝑤𝑖

∗ = −  𝑡
𝛾  𝑔 𝑖

(𝑡) − 𝜆  

(3) 当𝒈 𝒊
(𝒕) < −𝝀 时： 

采用相同分析方法得到𝑤𝑖
∗ > 0，有𝜉 = 1满足条件，即：𝑤𝑖

∗ = −  𝑡
𝛾  𝑔 𝑖

(𝑡) + 𝜆  
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Algorithm 5. Regularized Dual Averaging with L1 Regularization 
1  input 𝛾, 𝜆 
2  initialize 𝑊 ∈ ℝ𝑁 , 𝐺 = 0 ∈ ℝ𝑁  
3  for  t = 1,2,3… do 
4  

  𝐺 = 𝑡−1
𝑡 𝐺 + 1

𝑡 𝛻𝑊ℓ 𝑊, 𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)  

5    refresh 𝑊 according to 

  𝑤𝑖
 𝑡+1 =  

0 if   𝑔𝑖 < 𝜆 
−  𝑡

𝛾  𝑔𝑖 − 𝜆𝑠𝑔𝑛(𝑔𝑖) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
  

6  end 
7  return W 

3.3.3 L1-RDA 与 L1-FOBOS 的比较 

在 3.2.3 中我们看到了 L1-FOBOS 实际上是 TG 的一种特殊形式，在 L1-FOBOS 中，进行

“截断”的判定条件是 𝑤𝑖
 𝑡 − 𝜂(𝑡)𝑔𝑖

(𝑡) ≤ 𝜆𝑇𝐺
(𝑡) = 𝜂(𝑡+1

2)𝜆。通常会定义𝜂为与
1
 𝑡正相关的函数

（𝜂 = Θ  1
 𝑡 ），因此 L1-FOBOS 的“截断阈值”为Θ  1

 𝑡 𝜆，随着𝑡的增加，这个阈值会逐渐

降低。 
相比较而言，从(3-3-6)可以看出，L1-RDA 的“截断阈值”为𝜆，是一个常数，并不随着𝑡而变

化，因此可以认为 L1-RDA比 L1-FOBOS在截断判定上更加 aggressive，这种性质使得L1-RDA

更容易产生稀疏性；此外，RDA 中判定对象是梯度的累加平均值𝑔 𝑖
(𝑡)
，不同于 TG 或

L1-FOBOS 中针对单次梯度计算的结果进行判定，避免了由于某些维度由于训练不足导致截

断的问题。并且通过调节𝜆一个参数，很容易在精度和稀疏性上进行权衡。 

3.4 FTRL 

在 3.3.3 中我们从原理上定性比较了 L1-FOBOS 和 L1-RDA 在稀疏性上的表现。有实验证

明，L1-FOBOS 这一类基于梯度下降的方法有比较高的精度，但是 L1-RDA 却能在损失一定精

度的情况下产生更好的稀疏性。那么这两者的优点能不能在一个算法上体现出来？这就是

FTRL 要解决的问题。 
FTRL（Follow the Regularized Leader）是由 Google 的 H. Brendan McMahan 在 2010 年提

出的[14]，后来在 2011 年发表了一篇关于 FTRL 和 AOGD、FOBOS、RDA 比较的论文[15]，2013
年又和 Gary Holt, D. Sculley, Michael Young 等人发表了一篇关于 FTRL 工程化实现的论文[16]。 

本节我们首先从形式上将 L1-FOBOS 和 L1-RDA 进行统一，然后介绍从这种统一形式产生

FTRL 算法，以及介绍 FTRL 算法工程化实现的算法逻辑。 

3.4.1 L1-FOBOS 和 L1-RDA 在形式上的统一 

L1-FOBOS 在形式上，每次迭代都可以表示为（这里我们令𝜂 𝑡+1
2 = 𝜂 𝑡  = Θ( 1

 𝑡)是一个

随 t 变化的非增正序列）： 

𝑊(𝑡+1
2) = 𝑊(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡   
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𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
2  𝑊 − 𝑊(𝑡+1

2) 
2

2
+ 𝜂(𝑡)𝜆 𝑊 1  

把这两个公式合并到一起，有： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 1
2  𝑊 − 𝑊(𝑡) + 𝜂(𝑡)𝐺 𝑡  2

2 + 𝜂(𝑡)𝜆 𝑊 1   

通过这个公式很难直接求出𝑊(𝑡+1)的解析解，但是我们可以按维度将其分解为 N 个独立的

最优化步骤： 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 1
2  𝑤𝑖 − 𝑤𝑖

 𝑡 + 𝜂(𝑡)𝑔𝑖
 𝑡  

2
+ 𝜂(𝑡)𝜆 𝑤𝑖   

= 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 1
2  𝑤𝑖 − 𝑤𝑖

 𝑡  
2

+ 1
2  𝜂(𝑡)𝑔𝑖

 𝑡  
2

+ 𝑤𝑖𝜂(𝑡)𝑔𝑖
 𝑡 + 𝑤𝑖

 𝑡 𝜂(𝑡)𝑔𝑖
 𝑡 + 𝜂(𝑡)𝜆 𝑤𝑖   

= 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 𝑤𝑖𝑔𝑖
 𝑡 + 𝜆 𝑤𝑖 + 1

2𝜂(𝑡)  𝑤𝑖 − 𝑤𝑖
 𝑡  

2
+  𝜂

(𝑡)

2  𝑔𝑖
 𝑡  

2
+ 𝑤𝑖

 𝑡 𝑔𝑖
 𝑡    

 

由于
𝜂 (𝑡)

2  𝑔𝑖
 𝑡  

2
+ 𝑤𝑖

 𝑡 𝑔𝑖
 𝑡 与变量𝑤𝑖无关，因此上式可以等价于： 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 𝑤𝑖𝑔𝑖
 𝑡 + 𝜆 𝑤𝑖 + 1

2𝜂(𝑡)  𝑤𝑖 − 𝑤𝑖
 𝑡  

2
   

再将这 N 个独立最优化子步骤合并，那么 L1-FOBOS 可以写作： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝐺(𝑡) ⋅ 𝑊 + 𝜆 𝑊 1 + 1
2𝜂(𝑡)  𝑊 − 𝑊(𝑡) 2

2   

而对于 L1-RDA 的公式(3-3-2)，我们可以写作： 

𝑊 𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝐺 1:t ⋅ 𝑊 + 𝑡𝜆 𝑊 1 + 1
2𝜂(𝑡)  𝑊 − 0 22   

这里𝐺 1:𝑡 =  𝐺(𝑠)𝑡
𝑠=1 ；如果令𝜎(𝑠) = 1

𝜂 (𝑠) − 1
𝜂 (𝑠−1)，𝜎(1:𝑡) = 1

𝜂 (𝑡)，上面两个式子可以写作： 

𝑊(𝑡+1) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝐺(𝑡) ⋅ 𝑊 + 𝜆 𝑊 1 + 1
2 𝜎(1:𝑡) 𝑊 − 𝑊(𝑡) 2

2  (3-4-1) 

𝑊 𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝐺 1:t ⋅ 𝑊 + 𝑡𝜆 𝑊 1 + 1
2 𝜎(1:𝑡) 𝑊 − 0 22  (3-4-2) 

需要注意，与论文[15]中的 Table 1 不同，我们并没有将 L1-FOBOS 也写成累加梯度的形式。 
比较(3-4-1)和(3-4-2)这两个公式，可以看出 L1-FOBOS 和 L1-RDA 的区别在于：(1) 前者

对计算的是累加梯度以及 L1 正则项只考虑当前模的贡献，而后者采用了累加的处理方式；

(2) 前者的第三项限制𝑊的变化不能离已迭代过的解太远，而后者则限制𝑊不能离 0 点太远。 

3.4.2 FTRL 算法原理 

FTRL综合考虑了FOBOS和RDA对于正则项和𝑊限制的区别，其特征权重的更新公式为： 

𝑊 𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝐺 1:𝑡 ⋅ 𝑊 + 𝜆1 𝑊 1 + 𝜆2
1
2  𝑊 22 + 1

2  𝜎(𝑠)
𝑡

s=1
 𝑊 − 𝑊(𝑠) 2

2  (3-4-3) 

注意，公式(3-4-3)中出现了L2正则项
1
2  𝑊 22，在论文[15]的公式中并没有这一项，但是在其2013

年发表的FTRL工程化实现的论文[16]却使用到了L2正则项。事实上该项的引入并不影响FRTL
的稀疏性，后面的推导过程会显示这一点。L2正则项的引入仅仅相当于对最优化过程多了一

个约束，使得结果求解结果更加“平滑”。 
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公式(3-4-3)看上去很复杂，更新特征权重貌似非常困难的样子。不妨将其进行改写，将

最后一项展开，等价于求下面这样一个最优化问题： 

𝑊 𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

  𝐺 1:𝑡 −  𝜎(𝑠)𝑊(𝑠)
𝑡

𝑠=1
 ⋅ 𝑊 + 𝜆1 𝑊 1 + 1

2  𝜆2 +  𝜎(𝑠)
𝑡

𝑠=1
  𝑊 22

+ 1
2  𝜎(𝑠)

𝑡

𝑠=1
 𝑊(𝑠) 2

2  

 

由于
1
2  𝜎(𝑠)𝑡

s=1  𝑊(𝑠) 2
2
相对于𝑊来说是一个常数，并且令𝑍(𝑡) = 𝐺 1:𝑡 −  𝜎(𝑠)𝑊(𝑠)𝑡

𝑠=1 ，上

式等价于： 

𝑊 𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑊

 𝑍(𝑡) ⋅ 𝑊 + 𝜆1 𝑊 1 + 1
2  𝜆2 +  𝜎(𝑠)

𝑡

s=1
  𝑊 22   

针对特征权重的各个维度将其拆解成N个独立的标量最小化问题： 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑤𝑖∈ℝ

 𝑧𝑖
(𝑡)𝑤𝑖 + 𝜆1 𝑤𝑖 + 1

2  𝜆2 +  𝜎(𝑠)
𝑡

𝑠=1
 𝑤𝑖

2   

到这里，我们遇到了与(3-3-3)类似的优化问题，用相同的分析方法可以得到： 

𝑤𝑖
 𝑡+1 =

  
 
  

0 if   𝑧𝑖
(𝑡) < 𝜆1 

–  𝜆2 +  𝜎(𝑠)
𝑡

𝑠=1
 

−1

 𝑧𝑖
(𝑡) − 𝜆1𝑠𝑔𝑛(𝑧𝑖

(𝑡)) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
  (3-4-4) 

从(3-4-4)可以看出，引入 L2 正则化并没有对 FTRL 结果的稀疏性产生任何影响。 

3.4.3 Per-Coordinate Learning Rates 

前面介绍了 FTRL 的基本推导，但是这里还有一个问题是一直没有被讨论到的：关于学

习率𝜂(𝑡) 的选择和计算。事实上在 FTRL 中，每个维度上的学习率都是单独考虑的

（Per-Coordinate Learning Rates）。 

在一个标准的 OGD 里面使用的是一个全局的学习率策略𝜂(𝑡) = 1
 𝑡，这个策略保证了学习

率是一个正的非增长序列，对于每一个特征维度都是一样的。 
考虑特征维度的变化率：如果特征 1 比特征 2 的变化更快，那么在维度 1 上的学习率应

该下降得更快。我们很容易就可以想到可以用某个维度上梯度分量来反映这种变化率。在

FTRL 中，维度𝑖上的学习率是这样计算的： 

𝜂𝑖
(𝑡) = 𝛼

𝛽 +    𝑔𝑖
(𝑠) 

2𝑡
𝑠=1

 
(3-4-5) 

由于𝜎(1:𝑡) = 1
𝜂 (𝑡)，所以公式(3-4-4)中 𝜎(𝑠)𝑡

𝑠=1 = 1
𝜂𝑖

(𝑡) =  𝛽 +    𝑔𝑖
(𝑠) 

2𝑡
𝑠=1  /𝛼。这里的𝛼

和𝛽是需要输入的参数，(3-4-4)中学习率写成累加的形式，是为了方便理解后面 FTRL 的迭代

计算逻辑。 

3.4.4 FTRL 算法逻辑 

到现在为止，我们已经得到了 FTRL 的特征权重维度的更新方法（公式(3-4-4)），每个特
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征维度的学习率计算方法（公式(3-4-5)），那么很容易写出 FTRL 的算法逻辑（这里是根据(3-4-4)
和(3-4-5)写的 L1&L2-FTRL 求解最优化的算法逻辑，而论文[16]中 Algorithm 1 给出的是

L1&L2-FTRL 针对 Logistic Regression 的算法逻辑）： 
Algorithm 6. FTRL-Proximal with L1 & L2 Regularization 
1  input 𝛼, 𝛽, 𝜆1, 𝜆2 
2  initialize 𝑊 ∈ ℝ𝑁 , 𝑍 = 0 ∈ ℝ𝑁 , 𝑄 = 0 ∈ ℝ𝑁  
3  for t =1,2,3… do 
4    𝐺 = 𝛻𝑊ℓ 𝑊, 𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)   # gradient of loss function 
5    for i in 1,2,…,N do   # for each coordinate 
6  

    𝜎𝑖 = 1
𝛼  𝑞𝑖 + 𝑔𝑖

2 −  𝑞𝑖  & 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 + 𝑔𝑖
2  # equals 1

𝜂 (𝑡) − 1
𝜂 (𝑡−1) 

7      𝑧𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝑔𝑖 − 𝜎𝑖𝑤𝑖  
8  

    𝑤𝑖 =  
0 if   𝑧𝑖

(𝑡) < 𝜆1 

–  𝜆2 + 𝛽+ 𝑞𝑖
𝛼  

−1
 𝑧𝑖 − 𝜆1𝑠𝑔𝑛(𝑧𝑖) 𝑜𝑡𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

  

9    end 
10  end 
11  return 𝑊 

FTRL 里面的 4 个参数需要针对具体的问题进行设置，指导性的意见参考论文[16]。 

4 结束语 

本文作为在线最优化算法的整理和总结，沿着稀疏性的主线，先后介绍了简单截断法、

TG、FOBOS、RDA 以及 FTRL。从类型上来看，简单截断法、TG、FOBOS 属于同一类，都是

梯度下降类的算法,并且 TG 在特定条件可以转换成简单截断法和 FOBOS；RDA 属于简单对偶

平均的扩展应用；FTRL 可以视作 RDA 和 FOBOS 的结合，同时具备二者的优点。目前来看，

RDA 和 FTRL 是最好的稀疏模型 Online Training 的算法。 
谈到高维高数据量的最优化求解，不可避免的要涉及到并行计算的问题。作者之前有篇

博客[4]讨论了 batch 模式下的并行逻辑回归，其实只要修改损失函数，就可以用于其它问题

的最优化求解。另外，对于 Online 下，文献[17]给出了一种很直观的方法： 
Algorithm 7. ParallelSGD  𝒁𝟏, 𝒁𝟐 … 𝒁𝒎 , 𝑻, 𝜼, 𝑾𝟎, 𝒌  
for all 𝑖 ∈  1,2 … 𝑘  parallel do 
   𝑣𝑖 = 𝑆𝐺𝐷  𝑍1, 𝑍2 … 𝑍𝑚 , 𝑇, 𝜂, 𝑊0  on client 
end 

Aggregate from all computers 𝑣 = 1
𝑘  𝑣𝑖

𝑘
𝑖=1  and return 𝑣 

对于 Online 模式的并行化计算，一方面可以参考 ParallelSGD 的思路，另一方面也可以

借鉴 batch 模式下对高维向量点乘以及梯度分量并行计算的思路。总之，在理解算法原理的

基础上将计算步骤进行拆解，使得各节点能独自无关地完成计算最后汇总结果即可。 
最后，需要指出的是相关论文里面使用的数学符号不尽相同，并且有的论文里面也存在

一定的笔误，但是并不影响我们对其的理解。在本文中尽量采用了统一风格和含义的符号、

变量等，因此在与参考文献中的公式对比的时候会稍有出入。另外，由于笔者的水平有限，

行文中存在的错误难以避免，欢迎大家指正、拍砖。 

ggstar


ggstar
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